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Отклик фильтра                      

Отклик дискретной системы 

𝑦(𝑛) = 𝐻{𝑥(𝑛)}.  

Что изменится, если учесть свойство линейности? 
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Отклик фильтра                      

Отклик дискретной системы 

𝑦(𝑛) = 𝐻{𝑥(𝑛)}.  

Что изменится, если учесть свойство линейности? 
1) представим 𝑥(𝑛) в виде суммы масштабированных единичных импульсов: 

𝑥(𝑛) = ∑ 𝑥(𝑘)𝛿(𝑛 − 𝑘)

∞

𝑘=−∞

.  
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Отклик фильтра                      

Отклик дискретной системы 

𝑦(𝑛) = 𝐻{𝑥(𝑛)}.  

Что изменится, если учесть свойство линейности? 
1) представим 𝑥(𝑛) в виде суммы масштабированных единичных импульсов: 

𝑥(𝑛) = ∑ 𝑥(𝑘)𝛿(𝑛 − 𝑘)

∞

𝑘=−∞

.  

2) линейность = аддитивность + однородность. Воспользуемся аддитивностью 

𝑦(𝑛) = 𝐻 { ∑ 𝑥(𝑘)𝛿(𝑛 − 𝑘)

∞

𝑘=−∞

} = ∑ 𝐻{𝑥(𝑘)𝛿(𝑛 − 𝑘)}

∞

𝑘=−∞
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Отклик фильтра                      

Отклик дискретной системы 

𝑦(𝑛) = 𝐻{𝑥(𝑛)}.  

Что изменится, если учесть свойство линейности? 
1) Представим 𝑥(𝑛) в виде суммы масштабированных единичных импульсов: 

𝑥(𝑛) = ∑ 𝑥(𝑘)𝛿(𝑛 − 𝑘)

∞

𝑘=−∞

.  

2) Линейность = аддитивность + однородность. Воспользуемся аддитивностью 

𝑦(𝑛) = 𝐻 { ∑ 𝑥(𝑘)𝛿(𝑛 − 𝑘)

∞

𝑘=−∞

} = ∑ 𝐻{𝑥(𝑘)𝛿(𝑛 − 𝑘)}

∞

𝑘=−∞

  

3) Учитывая однородность получаем: 

𝑦(𝑛) = ∑ 𝐻{𝑥(𝑘)𝛿(𝑛 − 𝑘)}

∞

𝑘=−∞

= ∑ 𝑥(𝑘)𝐻{𝛿(𝑛 − 𝑘)}

∞

𝑘=−∞

.  
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Отклик фильтра                      

4) Перепишем выражения для фильтра в виде: 

𝑦(𝑛) = ∑ 𝑥(𝑘)ℎ𝑘(𝑛)

∞

𝑘=−∞

,  

где ℎ𝑘(𝑛) = 𝐻{𝛿(𝑛 − 𝑘)}. 
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Отклик фильтра                      

4) Перепишем выражения для фильтра в виде: 

𝑦(𝑛) = ∑ 𝑥(𝑘)ℎ𝑘(𝑛)

∞

𝑘=−∞

,  

где ℎ𝑘(𝑛) = 𝐻{𝛿(𝑛 − 𝑘)}. 

5) Учтем свойство стационарности. 
Если ℎ(𝑛) = 𝐻{𝛿(𝑛)}, то для стационарной системы отклик на задержан-

ный импульс равен 𝐻{𝛿(𝑛 − 𝑘)} = ℎ𝑘(𝑛) = ℎ(𝑛 − 𝑘). Следовательно, 

𝑦(𝑛)⏟
выход

= ∑ 𝑥(𝑘)⏟
масштаб−
ированных

ℎ(𝑛 − 𝑘)⏟      
сдвинутых
импульсных
характеристик

∞

𝑘=−∞⏟    
сумма

= 𝑥(𝑛) ∗ ℎ(𝑛).  

Данное выражение называется сверткой. 
ℎ(𝑛) – импульсная характеристика фильтра.  
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Пример вычисления отклика фильтра          

Рассмотрим фильтр с импульсной характеристикой ℎ(𝑛) = 2−𝑛𝑢(𝑛). Найти 
его реакцию на входной сигнал 𝑥(𝑛) = 𝑢(𝑛) − 𝑢(𝑛 − 10). 
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Пример вычисления отклика фильтра          

Рассмотрим фильтр с импульсной характеристикой ℎ(𝑛) = 2−𝑛𝑢(𝑛). Найти 
его реакцию на входной сигнал 𝑥(𝑛) = 𝑢(𝑛) − 𝑢(𝑛 − 10). 

Решение 

Вход 𝑥(𝑛) можно переписать в виде 

𝑥(𝑛) = ∑𝛿(𝑛 − 𝑘)

9

𝑘=0

. 

Тогда общий отклик равен 

𝑦(𝑛) = ∑ℎ(𝑛 − 𝑘)

9

𝑘=0

=∑2𝑘−𝑛𝑢(𝑛 − 𝑘)

9

𝑘=0
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Пример вычисления свертки               

Рассмотрим фильтр с импульсной характеристикой 

ℎ(𝑛) =
1

2
(𝛿(𝑛) + 𝛿(𝑛 − 1) − 𝛿(𝑛 − 2) − 𝛿(𝑛 − 3)). 

Найти реакцию фильтра входной сигнал  

𝑥(𝑛) = ∑𝛿(𝑛 − 𝑘)

6

𝑘=0

. 

Уравнение свертки 

𝑦(𝑛) = ∑ 𝑥(𝑘)ℎ(𝑛 − 𝑘)

∞

𝑘=−∞

. 
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Графический метод вычисления свертки        

𝑦(𝑛) = ∑ 𝑥(𝑘)ℎ(𝑛 − 𝑘)

∞

𝑘=−∞

. 

Графический метод 

1. Изобразите сворачиваемые последовательности 𝑥(𝑘) и ℎ(𝑘) как функции 

от 𝑘. 
2. Выберите последовательность, например ℎ(𝑘), и выполните обращение 

времени для формирования ℎ(−𝑘). 
3. Сдвиньте обращенную во времени последовательность на 𝑛. (Для 𝑛 > 0 

сдвиг выполняется вправо (задержка), для 𝑛 < 0 выполняется сдвиг влево). 
4. Умножьте последовательности 𝑥(𝑘) и ℎ(𝑛 − 𝑘) и просуммируйте их для 

всех значений 𝑘. Полученное значение равно 𝑦(𝑛). Повторите данный про-

цесс для всех возможных значений сдвига 𝑛. 
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Пример вычисления свертки               
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Пример вычисления свертки               
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Пример вычисления свертки               
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Пример вычисления свертки               
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Пример вычисления свертки               
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Свертка как матричная операция             

Свертку можно записать в виде произведения 

входного сигнала (представленного вектором) на 

теплицеву матрицу, образованную импульсной 

характеристикой фильтра. 

 

[
 
 
 
 
 
 
𝑦(0)

𝑦(1)

𝑦(2)

𝑦(3)

𝑦(4)

𝑦(5)]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
ℎ(0) 0 0 0
ℎ(1) ℎ(0) 0 0
ℎ(2) ℎ(1) ℎ(0) 0
0 ℎ(2) ℎ(1) ℎ(0)
0 0 ℎ(2) ℎ(1)
0 0 0 ℎ(2)]

 
 
 
 
 

⏟                  
Toepliz matrix

[

𝑥(0)

𝑥(1)

𝑥(2)

𝑥(3)

] 

Отто Тёплиц (1881-1940) 
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Табличное вычисление свертки              
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Свойства свертки: ассоциативность           

Свертка ассоциативна, т.е. 

(𝑎(𝑛) ∗ 𝑏(𝑛)) ∗ 𝑐(𝑛) = 𝑎(𝑛) ∗ (𝑏(𝑛) ∗ 𝑐(𝑛)) 
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Свойства свертки: ассоциативность           

Свертка ассоциативна, т.е. 

(𝑎(𝑛) ∗ 𝑏(𝑛)) ∗ 𝑐(𝑛) = 𝑎(𝑛) ∗ (𝑏(𝑛) ∗ 𝑐(𝑛)) 

Для фильтра ассоциативность означает, что два последовательно включен-
ные фильтра образуют один фильтр, импульсная характеристика которого 
равна свертке импульсных характеристик исходных фильтров. 
 

(𝑥(𝑛) ∗ ℎ1(𝑛)) ∗ ℎ2(𝑛) =

= 𝑥(𝑛) ∗ (ℎ1(𝑛) ∗ ℎ2(𝑛)) 

 

 

Задача 

ℎ1(𝑛) = 𝑢(𝑛) − 𝑢(𝑛 − 7) 
ℎ2(𝑛) = 𝛿(𝑛) − 𝛿(𝑛 − 1) 

 
ℎ1(𝑛) ∗ ℎ2(𝑛) =? 
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Свойства свертки: ассоциативность           

Свертка ассоциативна, т.е. 

(𝑎(𝑛) ∗ 𝑏(𝑛)) ∗ 𝑐(𝑛) = 𝑎(𝑛) ∗ (𝑏(𝑛) ∗ 𝑐(𝑛)) 

Для фильтра ассоциативность означает, что два последовательно включен-
ные фильтра образуют один фильтр, импульсная характеристика которого 
равна свертке импульсных характеристик исходных фильтров. 
 

(𝑥(𝑛) ∗ ℎ1(𝑛)) ∗ ℎ2(𝑛) =

= 𝑥(𝑛) ∗ (ℎ1(𝑛) ∗ ℎ2(𝑛)) 
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Свойства свертки: коммутативность           

Свертка коммутативна (подчинена переместительному закону): 
 

𝑥(𝑛) ∗ ℎ(𝑛) = ℎ(𝑛) ∗ 𝑥(𝑛) 

 
Коммутативность можно доказать, осуществив замену параметра 
суммирования в исходной формуле на 𝑚 = 𝑛 − 𝑘: 

𝑦(𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ ℎ(𝑛) = ∑ 𝑥(𝑘)ℎ(𝑛 − 𝑘)

∞

𝑘=−∞

= ⋯ 
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Свойства свертки: коммутативность           

Свертка коммутативна (подчинена переместительному закону): 
 

𝑥(𝑛) ∗ ℎ(𝑛) = ℎ(𝑛) ∗ 𝑥(𝑛) 

 
Коммутативность можно доказать, осуществив замену параметра 
суммирования в исходной формуле на 𝑚 = 𝑛 − 𝑘: 

𝑦(𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ ℎ(𝑛) = ∑ 𝑥(𝑘)ℎ(𝑛 − 𝑘)

∞

𝑘=−∞

= | =𝑚=𝑛−𝑘
  

= ∑ 𝑥(𝑛 −𝑚)ℎ(𝑚)

−∞

𝑚=∞

= ∑ ℎ(𝑚)𝑥(𝑛 − 𝑚)

∞

𝑚=−∞

= ℎ(𝑛) ∗ 𝑥(𝑛). 
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Дистрибутивность (распределительный закон)     

Свертка дистрибутивна относительно сложения: 

𝑥(𝑛) ∗ (ℎ1(𝑛) + ℎ2(𝑛)) = 𝑥(𝑛) ∗ ℎ1(𝑛) + 𝑥(𝑛) ∗ ℎ2(𝑛).  

Дистрибутивность – следствие линейности и коммутативности свертки. 
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Дистрибутивность (распределительный закон)     

Свертка дистрибутивна относительно сложения: 

𝑥(𝑛) ∗ (ℎ1(𝑛) + ℎ2(𝑛)) = 𝑥(𝑛) ∗ ℎ1(𝑛) + 𝑥(𝑛) ∗ ℎ2(𝑛).  

Дистрибутивность – следствие линейности и коммутативности свертки. 

Параллельное соединение фильтров 

Дистрибутивность позволяет построить фильтр, эквивалентный параллель-
ному соединению двух фильтров: 

 

 

Параллельное соединение фильтров Эквивалентная схема 
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Пример использования свойства дистрибутивности  

Пусть необходимо реализовать дискретную систему, имеющую один вход 
𝑥(𝑛) и два выхода: 

𝑦1(𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ (ℎ1(𝑛) + ℎ2(𝑛)); 

𝑦2(𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ (ℎ3(𝑛) + ℎ2(𝑛)). 
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Пример использования свойства дистрибутивности  

Пусть необходимо реализовать дискретную систему, имеющую один вход 
𝑥(𝑛) и два выхода: 

𝑦1(𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ (ℎ1(𝑛) + ℎ2(𝑛)) 

𝑦2(𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ (ℎ3(𝑛) + ℎ2(𝑛)) 
 

 
Используя дистрибутивность можно рассчитать сигнал  

𝑧(𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ ℎ2(𝑛) 

Тогда получим, что: 

𝑦1(𝑛) = 𝑧(𝑛) + 𝑥(𝑛) ∗ ℎ1(𝑛) 

𝑦2(𝑛) = 𝑧(𝑛) + 𝑥(𝑛) ∗ ℎ3(𝑛) 
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Устойчивость фильтра                  

Фильтр описывается уравнением свертки 

𝑦(𝑛) = 𝐻{𝑥(𝑛)} = ∑ 𝑥(𝑘)ℎ(𝑛 − 𝑘)

∞

𝑘=−∞

. 

 

x(n) H y(n)

 
 

Фильтр является устойчивым если его импульсная характеристика ℎ(𝑛) – 
абсолютно суммируемая последовательность: 

𝑆 = ∑ |ℎ(𝑛)|

∞

𝑛=−∞

< ∞. 
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Детерминированность                   

Фильтр описывается уравнением свертки 

𝑦(𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ ℎ(𝑛) = ℎ(𝑛) ∗ 𝑥(𝑛) = ∑ ℎ(𝑘)𝑥(𝑛 − 𝑘)

∞

𝑘=−∞

. 

Для детерминированного фильтра должно выполнятся условие: 

ℎ(𝑘) = 0,    𝑘 < 0. 
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Детерминированность                   

Фильтр описывается уравнением свертки 

𝑦(𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ ℎ(𝑛) = ℎ(𝑛) ∗ 𝑥(𝑛) = ∑ ℎ(𝑘)𝑥(𝑛 − 𝑘)

∞

𝑘=−∞

. 

Для детерминированного фильтра должно выполнятся условие: 

ℎ(𝑘) = 0,    𝑘 < 0. 

Задача 

Пусть ℎ1(𝑛) = 0,1𝛿(𝑛) + 0,9𝛿(𝑛 − 1), записать выражение 

𝑦1(𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ ℎ1(𝑛) 

Пусть ℎ2(𝑛) = 0,5𝛿(𝑛 + 1) − 0,5𝛿(𝑛) , записать выражение 

𝑦2 (𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ ℎ2(𝑛). 

Которой из фильтров является детерминированным? 
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Детерминированность                   

Решение 

Для ℎ1(𝑛) = 0,1𝛿(𝑛) + 0,9𝛿(𝑛 − 1) имеем 

𝑦1(𝑛) = 0,1𝑥(𝑛) + 0,9𝑥(𝑛 − 1). 

 

Для ℎ2(𝑛) = 0,5𝛿(𝑛 + 1) − 0,5𝛿(𝑛) имеем 

𝑦2(𝑛) = 0,5𝑥(𝑛 + 1) − 0,5𝑥(𝑛). 

 

Первый фильтр является детерминированным. 
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КИХ- и БИХ-фильтры                    

КИХ-фильтр 

Если импульсная характеристика ℎ(𝑛) имеет конечное число ненулевых от-
счетов, то соответствующий фильтр 𝐻 называется системой с  
конечной импульсной характеристикой (КИХ-фильтр). 
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КИХ- и БИХ-фильтры                    

КИХ-фильтр 

Если импульсная характеристика ℎ(𝑛) имеет конечное число ненулевых от-
счетов, то соответствующий фильтр 𝐻 называется системой с  
конечной импульсной характеристикой (КИХ-фильтр). 

БИХ-фильтр 

Если импульсная характеристика ℎ(𝑛) не ограничена по длительности, то со-
ответствующий фильтр 𝐻 называется системой с бесконечной  
импульсной характеристикой (БИХ-фильтр). 
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КИХ- и БИХ-фильтры                    

КИХ-фильтр 

Если импульсная характеристика ℎ(𝑛) имеет конечное число ненулевых от-
счетов, то соответствующий фильтр 𝐻 называется системой с  
конечной импульсной характеристикой (КИХ-фильтр). 

БИХ-фильтр 

Если импульсная характеристика ℎ(𝑛) не ограничена по длительности, то со-
ответствующий фильтр 𝐻 называется системой с бесконечной  
импульсной характеристикой (БИХ-фильтр). 

Задача 

Найти импульсную характеристику фильтра: 

а) 𝑦(𝑛) =
1

3
(𝑥(𝑛 + 1) + 𝑥(𝑛) + 𝑥(𝑛 − 1))  (скользящее среднее) 

б) 𝑦(𝑛) = ∑ 𝑥(𝑘)𝑛
𝑘=∞                                         («кассовый аппарат») 

 


