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ДПФ и ДВПФ                        

𝑋(𝑒𝑗𝜔) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑒−𝑗𝜔𝑛
∞

𝑛=−∞
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ДПФ и ДВПФ                        

𝑋(𝑒𝑗𝜔) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑒−𝑗𝜔𝑛
∞

𝑛=−∞

→ 𝑋(𝑘) = 𝑋(𝑒𝑗𝜔𝑘)|
𝜔𝑘=

2𝜋

𝑁
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Периодическое продолжение сигнала          

 

DFT
↔  

 

𝑥(𝑛) =
1

𝑁
∑ 𝑋(𝑘)𝑒𝑗

2𝜋𝑘𝑛

𝑁

𝑁−1

𝑘=0

, 𝑛 = 0,1…𝑁 − 1 
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Симметрия ДПФ                      

Если сигнал 𝑥(𝑛) принимает вещественные значения, то его ДПФ 𝑋(𝑘) 
удовлетворяет следующим условиям 
симметрии: 

 

Re[𝑋(𝑘)]  =  Re[𝑋(𝑁 − 𝑘)], (1) 

Im[𝑋(𝑘)] = –  Im[𝑋(𝑁 − 𝑘)], (2) 

|𝑋(𝑘)| = |𝑋(𝑁 − 𝑘)|, (3) 

arg 𝑋(𝑘) = – arg𝑋(𝑁 − 𝑘). (4) 
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ДПФ четных и нечетных сигналов           

𝑥(𝑛) – четный сигнал 

𝑥ч(𝑛) = 𝑥ч(𝑁 − 𝑛) DFT{𝑥ч(𝑛)} = 𝑋ч(𝑘) = ∑ 𝑥ч(𝑛) cos (
2𝜋𝑛𝑘

𝑁
)

𝑁−1

𝑛=0

. 
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ДПФ четных и нечетных сигналов           

𝑥(𝑛) – четный сигнал 

𝑥ч(𝑛) = 𝑥ч(𝑁 − 𝑛) DFT{𝑥ч(𝑛)} = 𝑋ч(𝑘) = ∑ 𝑥ч(𝑛) cos (
2𝜋𝑛𝑘

𝑁
)

𝑁−1

𝑛=0

. 

𝑥(𝑛) – нечетный сигнал 

𝑥н(𝑛) = −𝑥н(𝑁 − 𝑛) DFT{𝑥н(𝑛)} = 𝑋н(𝑘) = ∑ 𝑥н(𝑛) sin (
2𝜋𝑛𝑘

𝑁
)

𝑁−1

𝑛=0

. 
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ДПФ четных и нечетных сигналов           

𝑥(𝑛) – четный сигнал 

𝑥ч(𝑛) = 𝑥ч(𝑁 − 𝑛) DFT{𝑥ч(𝑛)} = 𝑋ч(𝑘) = ∑ 𝑥ч(𝑛) cos (
2𝜋𝑛𝑘

𝑁
)

𝑁−1

𝑛=0

. 

𝑥(𝑛) – нечетный сигнал 

𝑥н(𝑛) = −𝑥н(𝑁 − 𝑛) DFT{𝑥н(𝑛)} = 𝑋н(𝑘) = ∑ 𝑥н(𝑛) sin (
2𝜋𝑛𝑘

𝑁
)

𝑁−1

𝑛=0

. 
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Теорема Парсеваля                    

Закон «сохранения энергии» 

𝐸𝑥 = ∑ 𝑥2(𝑛)

𝑁−1

𝑛=0

=
1

𝑁
∑|𝑋(𝑘)|2
𝑁−1

𝑛=0

. 
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Теорема Парсеваля                    

Закон «сохранения энергии» 

𝐸𝑥 = ∑ 𝑥2(𝑛)

𝑁−1

𝑛=0

=
1

𝑁
∑|𝑋(𝑘)|2
𝑁−1

𝑛=0

. 

Пример. Рассмотрим ДПФ 2-х точеч-
ного сигнала: 

𝑋(0) = 𝑥(0) + 𝑥(1), 

𝑋(1) = 𝑥(0) − 𝑥(1). 

Проверка теоремы Парсеваля: 

𝑋2(0) + 𝑋2(1)

= (𝑥(0) + 𝑥(1))
2
− (𝑥(0) − 𝑥(1))

2

= 2(𝑥2(0) + 𝑥2(1)). 
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Теорема Парсеваля                    

Закон «сохранения энергии» 

𝐸𝑥 = ∑ 𝑥2(𝑛)

𝑁−1

𝑛=0

=
1

𝑁
∑|𝑋(𝑘)|2
𝑁−1

𝑛=0

. 

Пример. Рассмотрим ДПФ 2-х точеч-
ного сигнала: 

𝑋(0) = 𝑥(0) + 𝑥(1), 

𝑋(1) = 𝑥(0) − 𝑥(1). 

Проверка теоремы Парсеваля: 

𝑋2(0) + 𝑋2(1)

= (𝑥(0) + 𝑥(1))
2
− (𝑥(0) − 𝑥(1))

2

= 2(𝑥2(0) + 𝑥2(1)). 
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Свойства ДПФ                        

Линейность 

Пусть 𝑥(𝑛)
DFT
↔ 𝑋(𝑘)  и  𝑦(𝑛)

DFT
↔ 𝑌(𝑘) тогда для любых констант 𝛼 и 𝛽: 

𝛼𝑥(𝑛) + 𝛽𝑦(𝑛)
DFT
↔ 𝛼𝑋(𝑘) + 𝛽𝑌(𝑘) (5) 

Предполагается, что длина 𝑥(𝑛) и 𝑦(𝑛) совпадают. 
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Свойства ДПФ                        

Двойственность 

Для любого результата преобразования 𝑥(𝑛) в 𝑋(𝑘) можно найти 
двойственный результат, в котором 𝑥(𝑛) и 𝑋(𝑘) меняются ролями. 

если   𝑥(𝑛)
DFT
↔ 𝑋(𝑘),    то   𝑋(𝑛)

DFT
↔ 𝑁𝑥(〈−𝑘〉𝑁). 

(6) 

где 〈𝑎〉𝑁 = 𝑎 mod 𝑁. 
  



БГУИР, кафедра ЭВС, доцент Вашкевич М.И., 25 марта 2024 г.. 14 

Свойства ДПФ                        

Временной циклический сдвиг 

Пусть 𝑥(𝑛)
DFT
↔ 𝑋(𝑘) тогда 

DFT{𝑥(〈𝑛 − 𝑚〉𝑁)} = 𝑋(𝑘)𝑒
−𝑗
2𝜋𝑚𝑘

𝑁 , 𝑚 ∈ ℤ. (7) 
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Свойства ДПФ                        

Частотный сдвиг 

Пусть 𝑥(𝑛)
DFT
↔ 𝑋(𝑘) тогда 

DFT {𝑥(𝑛)𝑒𝑗
2𝜋𝑚𝑛

𝑁 } = 𝑋(〈𝑘 − 𝑚〉𝑁). (8) 
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Свойства ДПФ                        

Свойство обращения времени 

DFT[𝑥(〈−𝑛〉𝑁)] = 𝑋
∗(𝑘). (9) 

Заметим, что |𝑋(𝑘)| = |𝑋∗(𝑘)|. Т.е. амплитудный спектр сигнала не меня-
ется при обращении времени. 
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Свойства ДПФ                        

Циклическая свертка во временной области 

Для двух сигналов 𝑥(𝑛) и 𝑦(𝑛) длины 𝑁, циклическая свертка определя-
ется как 

𝑥(𝑛)⊛ 𝑦(𝑛) = ∑ 𝑥(𝑚)𝑦(〈𝑛 − 𝑚〉𝑁)

𝑁−1

𝑚=0

 (10) 

Пример 

𝑥(𝑛) = {1, 2, −1, 3},   𝑦(𝑛) = {0, 1, 2, 3},   𝑧(𝑛) = 𝑥(𝑛) ⊛ 𝑦(𝑛) 
 𝑚 0 1 2 3 𝒛(𝒏) 
𝒏 𝑥(𝑚) 1 2 −1 3  

0 𝑦(〈−𝑚〉𝑁) 0 3 2 1 1 × 0 + 2 × 3 − 1 × 2
+ 3 × 1 = 7 

𝟏 𝑦(〈1 − 𝑚〉𝑁) 1 0 3 2 1 × 1 + 2 × 0 − 1 × 3
+ 3 × 2 = 4 
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Свойства ДПФ                        

Циклическая свертка во временной области 

Пусть 𝑥(𝑛)
DFT
↔ 𝑋(𝑘)  и  𝑦(𝑛)

DFT
↔ 𝑌(𝑘) тогда 

𝑥(𝑛)⊛ 𝑦(𝑛)
DFT
↔ 𝑋(𝑘)𝑌(𝑘) 

 

 

Циклическая свертка в частотной области 

𝑥(𝑛)𝑦(𝑛)
DFT
↔ 

1

𝑁
𝑋(𝑘)⊛ 𝑌(𝑘).  
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Свойства ДПФ                        

Циклическая (круговая) корреляция 

Круговую корреляционную функцию  

𝑟𝑐𝑥𝑦(ℓ) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑦∗(〈𝑛 + ℓ〉𝑁)

𝑁−1

𝑛=0

 

можно вычислить с использованием ДПФ: 

𝑟𝑐𝑥𝑦(ℓ)
DFT
↔ 𝑋∗(𝑘)𝑌(𝑘). 

Энергия сигнала 

𝑟𝑐𝑥𝑥(0) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑥∗(〈𝑛〉𝑁)

𝑁−1

𝑛=0

= ∑|𝑥(𝑛)|2
𝑁−1

𝑛=0

= 𝐸𝑥 . 
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Вычисление линейная корреляции через круговую   

• Круговую корреляцию можно преобразовать в линейную с помощью допол-

няющих нулей. Для последовательностей 𝑥(𝑛) и 𝑦(𝑛) длиной 𝑁1 и 𝑁2 их 

линейная корреляция будет иметь длину 𝑁1 + 𝑁2 − 1. Для вычисления 

𝑥(𝑛) заменяют на 𝑥𝑧𝑝(𝑛) = [𝑥(𝑛), 0,0, … ,0⏟    
𝑁2−1

], 𝑦(𝑛) заменяют на 𝑦𝑧𝑝(𝑛) =

[𝑦(𝑛), 0,0, … ,0⏟    
𝑁1−1

]. 

𝑟𝑥𝑦(ℓ)
DFT
↔ 𝑋𝑧𝑝

∗ (𝑘)𝑌𝑧𝑝(𝑘). 

 

• Аналогичным образом можно вычислять линейную свертку. 
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Какое значение имеет 𝒌 в обозначении ДПФ 𝑿(𝒌)?   

После вычисления ДПФ последовательности 𝑥(𝑛), которая получается путем 

дискретизации сигнала 𝑥(𝑡) нас может интересовать значение частоты для 

максимальной амплитуды 𝑋(𝑘). Выводя график |𝑋(𝑘)| обычно по оси 𝑂𝑥 мы 

откладываем частотный индекс 𝑘. Но как этот индекс соотносится с реальной 
физической частотой, которая содержалась в исходном сигнале 𝑥(𝑡)? Для 
ответа необходимо помнить, что расстояние между двумя 
последовательными значениями 𝑘 определяется частотным 
разрешением 

𝑓𝑠/𝑁,  
где 𝑓𝑠 – частота дискретизации, а 𝑁 – число отсчетов дискретного сигнала 

𝑥(𝑛). Соответственно, имеем следующую формулу для выполнения масшта-
бирования частотной оси в аналоговых частотах: 

𝑓𝑘 =
𝑓𝑠
𝑁
𝑘 Гц. 
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Что будет, если взять ДПФ от сигнала 4 раза?      

1) DFT{𝑥(𝑛)} = 𝑋(𝑘) 

2) DFT{𝑋(𝑘)} = ((∑ 𝑋(𝑘)𝑒−𝑗
2𝜋𝑘𝑛

𝑁𝑁−1
𝑘=0 )

∗

)
∗

= |
 

(𝑧1𝑧2)
∗ = 𝑧1

∗𝑧2
∗ 

= (∑ 𝑋∗(𝑘)𝑒𝑗
2𝜋𝑘𝑛

𝑁

𝑁−1

𝑘=0

)

∗

= (𝑁 IDFT{𝑋∗(𝑘)})∗ = (𝑁𝑥(−𝑛))∗ = 𝑁𝑥(−𝑛) 

3) DFT{𝑁𝑥(−𝑛)} = 𝑁 ⋅ DFT{𝑥(−𝑛)} = 𝑁𝑋∗(𝑘) 

4) DFT{𝑁 ⋅ 𝑋∗(𝑘)} = 𝑁 ((∑ 𝑋∗(𝑘)𝑒−𝑗
2𝜋𝑘𝑛

𝑁𝑁−1
𝑘=0 )

∗

)
∗

= 

= 𝑁(∑ 𝑋(𝑘)𝑒𝑗
2𝜋𝑘𝑛

𝑁

𝑁−1

𝑘=0

)

∗

= (𝑁2 IDFT{𝑋(𝑘)})∗ = (𝑁2𝑥(𝑛))∗ = 𝑁2𝑥(𝑛) 


