
Тема 11 



Комплексное число z  - упорядоченная пара 

действительных чисел  x, y, записанная в форме    

                               
 

где i - "мнимая единица", для которой  i2 = -1;  
 

      x  - действительная часть числа z  -                        ,  
 

      y  - мнимая часть числа z -                       . 
 

    Такая форма записи называется алгебраической формой 
комплексного числа. 

      Число                             называется числом, сопряжённым   

к числу                      . 

  

Базовые сведения из теории комплексных чисел.  
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Число z изображают точкой на плоскости С: 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

       

Базовые сведения из теории комплексных чисел  



Переход от декартовых координат к полярным:  

 

 

 
 
Действительное число |z| 
называется модулем  
комплексного числа z ,  

угол φ - главным  

аргументом комплексного 

 числа z  - arg z :  

        −π < arg z ≤ π 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Базовые сведения из теории комплексных чисел.  
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Запись комплексного числа в виде 

 

 

 
  

называется тригонометрической формой 
комплексного числа.  

     Аргумент комплексного числа определён 

неоднозначно (с точностью до слагаемых, кратных 2π): 

                   Аrg z = arg z + 2πk.  

Базовые сведения из теории комплексных чисел.  
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Формула Эйлера: 

 

 
 

Теперь любое комплексное число z можно представить 
в показательной форме записи комплексного числа. 

 

 

 

 

 

Базовые сведения из теории комплексных чисел 
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Используем формулу Эйлера  
 

 

 

 

Складывая и вычитая эти формулы, получим 
выражения для синусов и косинусов: 

  

Базовые сведения из теории комплексных чисел 

 sincos iei 

 sincos ie i 

.
2

sin,
2

cos
i

eeee iiii 


 








Множество комплексных чисел неупорядочено, т.е. 
для комплексных чисел не вводятся отношения 
"больше" или "меньше".   

 

 Геометрически комплексное число  

изображается как точка с координатами (x, y) на 
плоскости. Плоскость, на которой изображаются 
комплексные числа, называется комплексной 
плоскостью С.  

Базовые сведения из теории комплексных чисел 
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Основные понятия функций комплексной переменной 

Определение. Говорят, что на некотором множестве 
G  комплексной переменной задана функция  

 

   

если любому          из этого множества поставлено в 
соответствии одно (в случае однозначной функции) 
или большее число (в случае многозначной 
функции) значений           . 
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Основные понятия функций комплексной переменной 

Будем рассматривать функции, заданные либо на 

всей плоскости, за исключением отдельных ее точек, 

либо на части плоскости, ограниченной одной 

(односвязная область)    или несколькими 

(многосвязная область)    гладкими или кусочно-

гладкими  кривыми. 

 



 
Основные понятия функций комплексного переменного 

Определение. Поскольку комплексным числам z  и 

 w соответствуют пары действительных чисел               

и           соответственно:  

  то задание функции  
 
 

 

 

равносильно заданию двух функций 

     

 
 

 

определяющих действительные величины        и  

как функции двух вещественных переменных      и       
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Основные понятия функций комплексной переменной 

    

Пример.  Если 2zw  , то полагая iyxz  , ivuw  ,  

легко получаем, что равенство 2zw   равносильно 

 равенствам      22 yxu  , xyv 2 . 

 Функция  yxu ,  называются действительной частью, 

 а  yxv ,  − мнимой частью функции  zfw  .  



 
Основные понятия функций комплексной переменной 

 

 

 

 

 

 

Заданием функции  zfw   устанавливается соответствие 

между точками области G  плоскости Z  и области D   

комплексной плоскости W : 
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Рис. 1

 



 
Основные понятия функций комплексного переменного 

Определение. Точки области D являются образами  
 

области G при отображении функцией                  , а  

точки  области G являются прообразами 
соответствующих точек  области D.  

         В соответствии с определением это будет  

означать, что на множестве  определена некоторая  

обратная функция                    . 
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Основные понятия функций комплексного переменного 

Определение. Функция                  называется  

однолистной функцией в области G , если в 
различных точках  этой  области она принимает 
различные значения. 

       Из этого определения следует, что однолистная 
функция осуществляет взаимно-однозначное 
отображение. 
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Основные понятия функций комплексной переменной 

Пример. Функция                 является однозначной  

ф.к.п.  на полной плоскости . Используем показательную 
форму записи комплексных чисел: 

 

 

 Отсюда следует, что точки плоскости Z, лежащие на 
луче, составляющим угол        с положительным 
направлением оси , переходит в точки плоскости , 
лежащие на луче под углом           к оси. 
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Основные понятия функций комплексной переменной 

Поэтому точкам           и            полуоси, аргументы 
 которых отличаются на      , а модули одинаковые, 
соответствует одно и то же значение w : 
 
 

z z


12sin2cos2   iei



 
Основные понятия функций комплексной переменной 

Верхняя полуплоскость  Z вместе с действительной 
частью переходит в полную плоскость  W . Пусть для 
определенности 

 

    Тогда различным точкам области               

соответствуют различные значения   w .  

      Такая область изменения независимой 
переменной, различным точкам которой 
соответствуют различные значения функции, 
называется областью однолистности функции.  

 2arg0  z

 0



 
Основные понятия функций комплексной переменной 

  

В рассматриваемом случае граница области однолистности 

– лучи 0 ,    –переходят в одну и ту же границу  

– положительную часть действительной оси U  плоскости W . 

Легко показать, что функция 2zw   производит отображение 

и нижней полуплоскости Z  вместе с положительной осью 

на всю плоскость. 



 
Основные понятия функций комплексной переменной 

  

Тем самым обратная функция wz  ,       

определенная на полной плоскости W ,  

уже не является однозначной – одной и  

той же точке плоскости W  соответствуют  

две различные точки плоскости Z :  

одна в верхней, другая в нижней полуплоскости. 



 
Основные понятия функций комплексной переменной 
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Для того, чтобы отображение было однозначным не  

только внутри угла  0 , но и на его сторонах, 

следует в плоскости W  произвести «разрез»  

по положительной части действительной оси и условиться 

считать, что луч 0  отображается на верхней, а луч    

 − на нижней  этого разреза 
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Основные понятия функций комплексной переменной 

  

(если луч   , вращаясь против часовой стрелки, приближается  

к лучу   , то соответствующий луч в плоскости W   

приближается к действительной части полуоси снизу). 

Итак, отображение 2zw  отображает полуплоскость  0  

 на всю плоскость W  с разрезом вдоль положительной  

полуоси U . Это отображение взаимнооднозначно.  



 
Основные понятия функций комплексного переменного 

   Определение. Функция  zf , заданная на множестве E , 

 называется непрерывной в точке Ez 0 , если 
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Напомним, что число  0w  называется пределом  

функции  zf  в точке 0z , если 

    000,:00 wzfzzEz . 



 
Основные понятия функций комплексной переменной 

  

Как только точки z  попадают в   - окрестность точки 0z , 

соответствующие точки   wzf   попадает  

в  -окрестность точки 0w . 

    000,:00 wzfzzEz



 
Основные элементарные функций комплексной переменной 

Элементарные функции комплексной переменной как 

суммы следующих степенных рядов комплексной 
переменной: (                                               ) 
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причем эти ряды сходятся абсолютно  


