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5. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ОДНОЙ 

ПЕРЕМЕННОЙ 
 

В результате изучения данной темы студент должен научиться:  

– вычислять простейшие неопределенные интегралы: табличные и 

сводящиеся к табличным, используя таблицу основных интегралов и свойства 

неопределенного интеграла; 

– вычислять неопределенные интегралы, используя основные приемы 

интегрирования: замену переменной, поднесение под знак дифференциала, 

интегрирование по частям; 

– интегрировать основные классы функций: 

 1) рациональные функции (путем их разложения на простейшие дроби и 

вычисления интегралов от простейших дробей); 

 2) линейные и дробно-линейные иррациональности; 

 3) тригонометрические функции (путем поднесения под знак 

дифференциала; с использованием формул понижения степени и синуса 

двойного аргумента); 

– вычислять определенные интегралы: применять формулу Ньютона–

Лейбница, осуществлять замену переменной и интегрирование по частям в 

определенном интеграле; 

– использовать геометрические приложения определенного интеграла для 

вычисления площадей плоских фигур, длин дуг плоских кривых и объемов тел. 

5.1. ЗАДАЧИ ДЛЯ АУДИТОРНЫХ ЗАНЯТИЙ 

В заданиях 1 – 6 вычислите определенные или неопределенные 

интегралы. 

 1. 1)  














 dx

x
ex

x

x

25 3 1

3
sin5

6
4 ; 

  2)  















 dx

xx
x

x

x2
14

1

cos

2
7

2

22

6 ; 

  3) dx
xx

x

x

xx
 






















1

1

sin

2sin

3

5

22

234

. 

 2.  1)    dxx 54cos ;  2) 
e

xx

dx

2
3ln

;    3) 


1

0
2 5x

xdx
. 

 3.  1)    dxex x1 ;  2) 
4

1

0

4arctg xdx ;   3) dx
x

x
x

e

 














1

5ln
ln . 

 4. 1)  xdx2sin 3 ;  2) 


3

0
4cos

sin

x

xdx
;  3) 


2

0

22 cossin xdxx . 
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 5. 1) 
   

 321 xxx

dx
; 2) dx

x

x






1

3
2

2

;  3) 
 

0

2
2 84xx

dx
. 

 6. 1) 
 41 x

dxx
;   2) 

 

0

2
2 84xx

dx
; 3)  

15

2

3 32 dxx . 

 7. Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1) xyxxy  3,32 2 ;  2) 0,2,3  yxxy . 

 8. Найдите объемы тел, полученных вращением вокруг оси Ox  фигур из 

задания 7. 

 9. Вычислите длину дуги кривой 









3

4
;0,32 xxy . 

Ответы 

 1. 1) Cxxexx x  ctg3cos5415
5 2

; 

     2) Cx
x

xx
x

 tg2
sin4

1

2ln

2
ln26 6/7 ; 

     3) Cxxxxxx 







 12lnctg22

27

2 6 59 . 

 2. 1) Cx  )54sin(
4

1
;  2) 








1

2ln

1

2

1
2

;  3) 
2

1
ln . 

 3. 1) Cxex  )2( ;  2)  4ln
16

1
 ;  3) 

6

7
. 

 4. 1) Cxx  2cos2cos
6

1 3 ;  2) 
3

7
;    3) 

16


. 

 5. 1)   Cxxx  3ln32ln41ln
12

1
;    2) Cx  arctgx4 ; 

     3) 
8


. 

 6. 1)   Cxxxx
xx

 1ln442
3

4

5

4 44
4 34 5

;    2)  21ln  ; 

     3) 30. 

 7. 1) 
2

1
4 ;    2) 4. 

 8. 1) 
5

1
21 ;    2) 

7

2
18 . 

 9. 
27

56
. 
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5.2. ОБРАЗЦЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

1. Вычисление интегралов методом табличного интегрирования: 

1) dx
x

x
x

x x
 











 2

4

4
11

8
2

9 2

5

3 . 

Решение 

Преобразуем подынтегральную функцию и представим исходный 

интеграл в виде суммы интегралов, воспользовавшись свойством линейности 

интеграла: 












  dx

x
x

x
xJ x2

1

4
11

8
2

9 2

5

3

    


  dx
x

dx
dxxdxxdxx x2

4
4118

2
9

2

53 . 

Все интегралы, стоящие в правой части последнего равенства, являются 

табличными. Итак, вычислив каждый из этих интегралов, получим 















C
x

xxxx
J

x

2ln

2

2

2
ln

22

1
4

9

11
11

4
8

4

1
9

2

44

C
x

x
x

x

x x







2ln

2

2

2
ln9

2

4

9 11

4

4

; 

2) 


dx
e

xee
x

xx sin2

. 

Решение 

Преобразуем подынтегральную функцию, разделив почленно каждое 

слагаемое числителя дроби на знаменатель, а затем воспользуемся линейностью 

интеграла: 

    


Cxexdxdxedxxedx
e

xee xxx

x

xx

cossinsin
sin2

; 

3) 


3

1
2

2

1

32
dx

x

x
. 

Решение 

Выделим в подынтегральной функции, являющейся неправильной 

рациональной дробью, целую часть, а затем используем свойство линейности и 

формулу Ньютона – Лейбница: 
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 













3

1

3

1

3

1

3

1
2

23

1
2

2

arctg2
1

2
1

122

1

32
2

xx
x

dx
dx

x

x
dx

x

x
 

12
232

43
2321arctg3arctg232








 ; 

4) 













3

0
2

sin
cos

2
dxx

x
. 

Решение 

Для вычисления этого интеграла используем свойство линейности и 

формулу Ньютона – Лейбница: 















3

0

3

0

3

0

3

0
2

3

0
2

costg2sin
cos

2
sin

cos

2
xxxdxdx

x
dxx

x

 
2

1
321

2

1
321

2

1
032 

















 ; 

5)  









2

1

2
5

dx
x

x . 

Решение 

Воспользуемся формулой Ньютона – Лейбница. 

    ;
2ln

2
2ln522

2ln

1
1ln2ln5

2ln

2
ln52

5 2

2

1

2

1


























x
x xdx

x
 

6) 


2

2

dxx . 

Решение 

Заметим, что: 

 1) отрезок [–2; 2] симметричен относительно точки 0x ; 

 2) подынтегральная функция x  является четной на [–2; 2], так как 

xx  . 

 По свойству интеграла от четной функции по симметричному отрезку 

данный интеграл можно вычислить по отрезку [0; 2], а результат удвоить. 

Получим 

 4
2

222
0

222

0

2

0

2

2

 


x
xdxdxxdxx ; 
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7) dx
x

x




 

2

2

8 16

sin
. 

Решение 

Подынтегральная функция  
16

sin
8 


x

x
xf  является нечетной на отрезке 








 


2
;

2
: 

   xf
x

x

x

x
xf 











16

sin

16)(

)sin(
88

. 

По соответствующему свойству интеграл от нечетной функции по 

симметричному отрезку всегда равен 0. Следовательно, 

0
16

sin2

2

8









dx
x

x
. 

 

2. Вычисление интегралов методом поднесения под знак дифференциала 

или методом замены переменной: 

1)  dx
x

x2ln
. 

Решение 

Так как   x
x

ln
1

, то   )(lnln
1

xddxxdx
x




 , откуда 

     


 C
x

xxddxxxdx
x

x

3

ln
lnlnlnln

ln 3
22

2

; 

2)    dxx 53sin . 

Решение 

Поднесем 53 x  под знак дифференциала. Так как 

    dxxdx 353то,353 


 , поэтому  53
3

1
 xddx : 

        Cxxdxdxx   53cos
3

1
5353sin

3

1
53sin ; 

3)  
1

0

12 dxx . 

Решение 

Для вычисления данного определенного интеграла поднесем подкоренное 

выражение под знак дифференциала. Так как  
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dxdxxxd 2)12()12(  , 

то вместо dx запишем:  12
2

1
2

2

1
 xddx : 

 
3

1
313

3

1

2/3

)12(

2

1
)12(12

2

1
12 2/32/3

1

0

2/31

0

1

0




 
x

xdxdxx ; 

4) 
 



dx

x

x

2

2

91

3arccos
. 

Решение 

Вычислим интеграл методом замены переменной в неопределенном 

интеграле: 

 
    





















391

91

3
3arccos3arccos

3arccos

91

3arccos

2

22

2

dt

x

dx

dx
x

dxxxddt

xt

dx
x

x

   CxC
tdt

t
3

3

3arccos
93

2
; 

5) 


1

0 5
dx

e

e
x

x

. 

Решение 

Данный интеграл вычислим методом замены переменной в определенном 

интеграле. Отметим, что пределы интегрирования при этом изменяются вместе 

с переменной интегрирования: 

  .
6

5
ln6ln5lnln

51

60

5

5

5

6

5

6

1

0


















e

et
t

dt

etx

tx

dtdxe

te

dx
e

e eex

x

x

x

 

 

3. Вычисление интегралов методом интегрирования по частям: 

1)  xdxln . 

Решение 

Применим формулу интегрирования по частям. Положим 

dx
x

duxu
1

ln  , 
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xdxvdxdv   . 

Тогда 

   Cxxxdx
x

xxxxdx ln
1

lnln ; 

2) 
x

xdx
2sin

. 

Решение 

Положим ,dxduxu   .ctg
sinsin 22

x
x

dx
v

x

dx
dv    

Воспользуемся формулой интегрирования по частям 

    dx
x

x
xxdxxxx

x

xdx

sin

cos
ctgctgctg

sin 2

 
  Cxxx

x

xd
xx sinlnctg

sin

sin
ctg ; 

3) 
1

0

dxxex . 

Решение 

Для вычисления данного определенного интеграла воспользуемся 

формулой интегрирования по частям: 

1
1

0

1

0

1

0

1

0





 

xxx

xx

x eedxexe
evdxedv

dxduxu
dxxe ; 

4)  



0

sin12 xdxx . 

Решение 

Для вычисления данного определенного интеграла применим формулу 

интегрирования по частям: 

      







 



 


0 0
0

2coscos12

cossin

sin

212

sin12 dxxxx

xxdxv

xdxdv

dxduxu

xdxx

    


0
sin20cos1cos12 x   220sinsin2112  ; 

5) 
e

xdxx
1

2ln . 

Решение 

Воспользуемся формулой интегрирования по частям. 
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





 

2

1
ln2ln

ln 2

2

1

2

x
vxdxdv

dx
x

xduxu

xdxxJ
e

 

1

2

1

2

1

2

1

22

2
ln

2

1
ln2

2
ln

2

1
J

e
xdxx

e
dx

x
x

x
xx

eee

  . 

Для вычисления интеграла 1J  еще раз проинтегрируем по частям: 

 






ee

e
e

xdx
e

x

dxx
x

x

x
vxdxdv

x

dx
duxu

xdxxJ
1

2

1

2

1

2

2
1

1
2

1

22
ln

2

2

ln

ln

 1
4

1

242

2
2

1

22

 e
exe

e

. 

Окончательно получаем 

   1
4

1
1

4

1

22

22
22

 ee
ee

J . 

 

4. Вычисление интегралов от рациональных функций: 

1) 
  

 11 xxx

dx
. 

Решение 

Подынтегральная функция является правильной рациональной дробью, 

знаменатель которой имеет три простых корня. Следовательно, разложение на 

простейшие дроби будет иметь вид 

   1111

1







 x

C

x

B

x

A

xxx
. 

Приведем дроби справа к общему знаменателю   11  xxx : 

  
      

  11

1111

11

1






 xxx

xCxxBxxxA

xxx
. 

Отсюда 

     xxCxxBxA  222 11 . 

Подставляя в полученное равенство поочередно 1,0  xx  и 1x , 

найдем 

2
1,

2
1,1  CBA . 

Таким образом, 
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      






 12

1

12

1

11 x

dx

x

dx

x

dx

xxx

dx

C
x

x
Cxxx 















 


1
ln1ln

2

1
1ln

2

1
ln

2

; 

2) 
 

  





2

32

1

xx

dxx
. 

Решение 

Под знаком интеграла стоит правильная рациональная дробь. 

Знаменатель   имеет   два  корня:   2x   –  простой   корень,    3x  –  корень 

кратности 2. Следовательно, разложение на простейшие дроби имеет вид 

    22
33232

1














x

C

x

B

x

A

xx

x
. 

Приводя дроби в правой части к общему знаменателю и приравнивая 

числители, получаем 

      23231
2

 xCxxBxAx . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, получим 

систему уравнений для нахождения А, В и С: 















.1269

,156

,0

:

:

:

0

1

2

CBA

CBA

BA

x

x

x

 

Результатом решения системы является набор чисел: 

4,3,3  CBA . 

 Таким образом, 

 

    














    22

3
4

3
3

2
3

32

1

x

dx

x

dx

x

dx

xx

dxx

 
C

xx

x
C

x
xx 
















3

4

3

2
ln3

1

3
43ln32ln3

1

; 

3) 
 






1

1
2 xx

dxx
. 

Решение 

Разобьем данный интеграл на два интеграла следующим образом: 

 
 



















12

3

1

2

1

1

2

3

2

1

1

1
2222 xx

dx
dx

xx

x

dx
xx

x

xx

dxx
J

21
2

3
JJ  . 
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Вычислим каждый из полученных интегралов. В первом интеграле 1J  

поднесем выражение 12
2

1
2 








 xx  под знак дифференциала: 

     








 1

2

2

2

21 1ln
2

1

1

1

2

1

1

12

2

1
Cxx

xx

xxd
dx

xx

x
J . 

Для вычисления 2J  выделим полный квадрат в знаменателе 

подынтегральной функции: 

.
3

12
arctg

3

2

2

3

2

1

arctg
3

2

2

3

2

1

2

1

4

3

2

1
222222 C

x
C

x

x

xd

x

dx
J 






















































  

 Итак, мы получили 

  C
x

xxJ 



3

12
arctg31ln

2

1 2 ; 

4) 



dx

x

xxx

13

25

. 

Решение 

Поскольку подынтегральная функция является неправильной 

рациональной дробью (так как степень многочлена в числителе выше степени 

многочлена в знаменателе), то процесс ее интегрирования состоит из 

нескольких шагов. На первом шаге выделим целую и правильную части дроби: 

 
11

1

1 3

2

3

32

3

25













x

x
x

x

xxx

x

xxx
. 

Таким образом, 

  









 dx

x

xx
dx

x

x
dxxdx

x

xxx
J

1311 3

3

3

2

3

25

. 

На втором шаге разложим знаменатель правильной дроби на множители 

   111 23  xxxx , 

где множитель 12  xx  не имеет действительных корней. 

 На третьем шаге разложим правильную дробь 
13 x

x
 на простейшие 

дроби с неопределенными коэффициентами: 

   11111 223 










 xx

CBx

x

A

xxx

x

x

x
. 

На четвертом шаге найдем коэффициенты А, В, С, приводя дроби из 

правой части равенства к общему знаменателю и приравнивая их числители 

    112  xCBxxxAx . 
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Поскольку равные многочлены имеют одинаковые коэффициенты при 

одинаковых степенях х, получаем систему линейных уравнений относительно 

искомых чисел А, В, С: 















.0

,1

,0

:

:

:

0

1

2

CA

CBA

BA

x

x

x

 

Решая систему, находим 

3

1
,

3

1
,

3

1
 CBA . 

Итак, 

  









dx

xx

x

x

dx
dx

x

x

1

1

3

1

13

1

1 23
 




 dx

xx

x
x

1

1

3

1
1ln

3

1
2

. 

Последний интеграл вычислен нами в примере  3 данного пункта. 

Воспользовавшись полученным там ответом, окончательно получаем 

  C
x

xxx
x

J 



3

12
arctg

3

3
1ln

6

1
1ln

3

1

3

2
3

. 

 

5. Вычисление интегралов от иррациональных выражений: 

1) 
 2965 xx

dx
. 

Решение 

Выделим полный квадрат в подкоренном выражении и воспользуемся 

формулой замены переменной: 

 












 
3

3

13

136965 22
dt

dxdtdx

tx

x

dx

xx

dx
J

 


 .
6

arcsin
3

1

63

1

2
C

t

t

dt
 

Возвращаясь к переменной x , получаем: 

C
x

J 



6

13
arcsin

3

1
; 

2) 


5

0 31 x

xdx
. 

Решение 

Применим метод замены переменной в определенном интеграле. 

Положим xt 31 , тогда   tdtdxtx
3

2
1

3

1 2  . При этом 
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соответствующим образом изменяются и пределы интегрирования. А именно, 

подставляя в выражение xt 31  поочередно 5и0  xx , получим  

.45

,10





tx

tx
 

Итак, в результате замены переменной мы преобразовали интеграл от 

иррационального выражения в интеграл от рациональной функции переменной 

t: 

 
  41

3

1
4

3

64

9

2

39

2
1

9

2

3

2
1

3

1

31

4

1

34

1

2
4

1

2
5

0































 t
t

dtttdt
t

t

x

xdx
; 

3) 
 4 xx

dx
. 

Решение 

Так как подынтегральное выражение содержит два радикала x  и 4 x , то 

для рационализации этого выражения сделаем подстановку 

dttdxtx 34 4 , 

тогда txtx  42 , . 

В итоге получаем 














   dt

t

t

t

dtt

tt

dtt

xx

dx

1

11
4

1

44 22

2

3

4

Ctt
t

dt
t

t 
























  1ln

2
4

1

1
14

2

. 

Возвращаясь к переменной 4 xt  , окончательно получаем 

  CxxxJ  1ln442 44 ; 

4) 
 


 111

4

33 2
xx

xdx
. 

Решение 

Подынтегральное выражение содержит линейную иррациональность 
3 1x . Для ее рационализации воспользуемся подстановкой 

dttdxtxtx 233 311  , 13  tx . 

Итак, получаем 

 

    













   dt

tt

tttt
dt

tt

tt

xx

xdx

1

11
12

1

314

111

4
2

22

2

23

33 2

     CttC
tt

dttdttdttt 34
34

232 43
3

12
4

121212112 . 
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Остается подставить 3 1 xt  в полученное выражение, в результате 

чего окончательно получаем 

    CxxJ  14133 4
; 

5) 


2

0
2

2

4 x

dxx
. 

Решение 

Данный  интеграл   можно   упростить   подходящей  тригонометрической 

подстановкой, а именно 

 

















 



4

0
2

22

0
2

2

cos2
sin44

sin2

4
2

00

cos2

sin2

4
tdt

t

t

tx

tx

tdtdx

tx

x

dxx
J









4

0

2
4

0

24

0

2

sin4cos2
cos2

sin4

cos2

cos2sin4
tdttdt

t

t
dt

t

tt
. 

Нахождение неопределенного интеграла  xdx2sin  подробно рассмотрено 

в следующем примере. Воспользуемся полученным там результатом и, 

применяя формулу Ньютона – Лейбница, закончим вычисления 

  1
2

0sin02
2

sin
4

2

0

42sin2

0

42sin
4

1

2

1
4 
























 xxxxJ . 

 

6. Вычисление интегралов от тригонометрических функций: 

1)  xdx2sin . 

Решение 

Для вычисления интеграла воспользуемся формулой понижения степени, 

а именно: 

  


 xdxdxdx
x

xdx 2cos
2

1

2

1

2

2cos1
sin 2    xdxx 22cos

4

1

2

1

Cxx  2sin
4

1

2

1
; 

2)  xdxx 2cos2sin . 

Решение 

Для нахождения данного интеграла воспользуемся формулой синуса 

двойного угла. Итак, 
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    





 C
x

xxdxdxxdxx
8

4cos
44sin

42

1
4sin

2

1
2cos2sin ; 

3)  xdxx 52 cossin . 

Решение 

Заметим, что поскольку подынтегральное выражение содержит нечетную 

степень косинуса, то данный интеграл упростится с помощью подстановки 

dtdxxtx  cossin . 

Итак,

     
dt

xdxxxxdxxxxdxxJ cossin1sincoscossincossin
2224252

      Ctttdttttdttt 753642222

7

1

5

2

3

1
21 . 

Остается подставить xt sin . Окончательно получаем 

CxxxJ  753 sin
7

1
sin

5

2
sin

3

1
. 

 

7. Вычисление несобственных интегралов: 

1) 


1
3x

dx
. 

Решение 

Подынтегральная функция 
3

1

x
y   непрерывна на промежутке [1;+∞). Так 

как верхний предел равен  +∞, то данный интеграл является несобственным 

интегралом первого рода. По определению 

 
2

1
10

2

1
1

1

2

1
lim

2
limlim

2
1

2

1
3

1
3































A

x

x

dx

x

dx

A

A

A

A

A
. 

Несобственный интеграл сходится; 

2) .
1

0


xx

dx
 

Решение 

Подынтегральная функция 
xx

xf
1

)(   интегрируема по любому отрезку 

[ε, 1], 10   , так как является на нем непрерывной. В точке 0x  функция 

)(xf  имеет разрыв второго рода, поскольку 


 xx

xf
xx

1
lim)(lim

00
. 

Следовательно, рассматриваемый интеграл является несобственным 

интегралом второго рода. По определению 
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





















  


 

2
2lim

2
limlim

0

1

0

1

00

1

xxx

dx

xx

dx
. 

Несобственный интеграл расходится. 

 

8. Вычисление площадей фигур, ограниченных заданными кривыми:  

1) Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 0,42  yxxy . 

Решение 

0y  – уравнение оси Ox ,  а уравнение xxy 42   задает  параболу. 

Абсциссы точек пересечения этой параболы  с  осью Ox  равны  0  и  4. Искомая 

площадь заштрихована на рис. 11. Она 

ограничена сверху параболой, снизу осью 

Ox . Поэтому, применяя формулу для 

нахождения площади (см. прил. 10), 

запишем 

  dxxxS )4(
4

0

2

 

  Рис. 11   
3

2
1032

3

64
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3

4
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2
3















 x

x
  2ед. ; 

 2) Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: xyxy  ,3
. 

Решение 

Решая уравнение xx 3
, найдем абсциссы точек пересечения кривых: 

01 x  и 12 x . Криволинейная трапеция, ограниченная заданными кривыми, 

изображена на рис. 12. Сверху она ограничена графиком функции xy  , 

снизу – графиком 3xy  . 

 Найдем искомую площадь, применив соответствующую формулу (см. 

прил. 10). Получим 

 

   
1

0

1

0

3
1

0

3 2
1

dxxdxxdxxxS  

 2ед. 
12

5
0

4

1
0

3

2

4

2

3

1

0

4

1

0

2

3











xx
. 

      Рис. 12 

 

9. Вычисление объемов тел, полученных вращением вокруг оси Ox  фигур 

из задачи 8. 

2 4 

4 

x 

xxy 42 

 

0 

y 

1 x 

1 

xy   

3xy   

0 

y 
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Решение: 

1) для нахождения объема воспользуемся соответствующей формулой 

(см. прил. 10). Итак, 

     
4

0

4

0

23422 1684 dxxxxdxxxV

)ед.(
15

2
34

15

2
256

3

4
2

5

4
4

3

16
2

5

34
4

0

3
4

0

4

4

0

5
























 xx

x
; 

2) применив формулу для нахождения требуемого объема (см. прил. 10), 

получим 

      )ед.(
14

5

72

3

1

0

721

0

6
1

0

232 






















  
xx

dxxxdxxxV . 

5.3. ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОПОДГОТОВКИ 

1. Вычислите интегралы, используя таблицу основных интегралов и 

свойства интеграла. 

1) dx
xx

 














5 33

51
2 ;  2) dx

xx
x 












4

1
2

38
6 ; 

3) dx
x

ex
 

















1

1
2

2
;  4) dx

x
x x

 











25

1
7sin3

2
; 

5) dx
x

x

x
 












 



42

1

9

1
; 6) dx

xx
 

















24

11
;  

7) dx
xx
















3/

6/
22 sin

3

cos

2
. 

2. Вычислите интегралы, используя метод поднесения под знак 

дифференциала или замену переменной. 

1)  dx
x

xln
;   2)    dxx 43sin ;  3)    dxx

2015
32 ; 

4) 
 6

2

1

5

x

dxx
;  5) 



3

0
4 15x

dx
;  6) 



2

0
2 5

27
dx

x

x
; 

7) 
 




21

0
321

5

x

xdx
;  8) dx

x

e x


2

1
3

1

2

;   9) 
 xx

dx

arcsin1 2
; 

10) 


1

0
21

arctg
dx

x

x
;  11)  dxxex 45

5 ;  12) 


1

0
6

2

1 x

dxx
; 
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13) 
x

dx
e x . 

 

3. Вычислите интегралы, используя метод интегрирования по частям. 

1) 
 dxxe x4 ; 2) 

e

xdxx
1

ln ;  3) dxxx 4sin ; 4)  dxx x2 ; 

5)  xdxarcsin ; 6) 





2

2

2 cos xdxx ;  7) 
1

0

arctg xdxx . 

4. Вычислите интегралы от рациональных функций. 

1) 
 





223

12

xx

dxx
;  2) 

 






1

14
2 xx

dxx
;  3) 

  


2

1
121 xx

xdx
;  

4) 
   


 11
2

3

xx

dxx
; 5) 

 
dx

xxx

xx






1

23
2

2

.  

5. Вычислите интегралы от иррациональных функций. 

1) 
3 32x

xdx
;  2) 



26

0
3 11 x

dx
;  3) 

 3 xx

dx
; 

4) 


1

0
42 xx

dx
;  5) 

 2232 xx

dx
; 6) 

 522 xx

dx
. 

6. Вычислите интегралы от тригонометрических функций. 

1)  xdx3cos ;  2) 


2

0
2

cos
2

sin dx
xx

; 3)  dx
x

2
sin2 2

; 

4) 


0

3 cossin xdxx ;  5) dxxctg ;   6) 


0

2cos xdx ; 

7) 
x

xdx
4cos

sin
;   8)  dx

x

x
2

5

cos

tg
;  9)  xdx2tg ; 

10) 


dx
x

x
2sin

ctg32
. 

7. Выполните следующее: 

 а) для заданных кривых найдите площади фигур, ограниченных этими 

линиями; 

 б) найдите объемы тел, полученных вращением вокруг оси Ox  фигур, 

ограниченных этими линиями: 

1) 0,4,0,42  yxxxy ,  0y ; 

2) 1,1,  xyey x ; 

3) 2,32  yxxy . 
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Ответы 

 1. 

1) Cx
x

x  2
2

1

2

25
2

5 2 ;  2) 45 ; 3)   Cxxex  1ln2 2 ; 

4) C
x

x
x

x







5

5
lg

10

1

7ln

7
cos3 ; 5)   Cxxxx 

4 34 52

3

4

5

4
9ln ; 

6) C
x

x 









2
arcsinln ;   7). 

3

2
 . 

 2. 

1) Cx 2ln
2

1
;  2)   Cx  43cos

3

1
; 3) 

 
C

x




4032

32
2016

; 

4) Cx )arcsin(
3

5 3 ; 5) 
15

28
;   6) C

2

5ln7
652 ; 

7) 
36

35
;   8)  4

2

1
ee  ;  9) Cx arcsinln ; 

10) 
32

2
;   11) Cex 

5

;  12) 
12


; 

13) Ce x 2 . 

 3. 

1) Cexe xx   44

16

1

4

1
; 2) 

4

1 2e
;    3) C

xxx


4

)4cos(

16

)4sin(
; 

4) C
x xx


2ln

2

2ln

2
2

;  5) Cxxx  arcsin1 2 ; 6) 4
2

2




; 

7) 
2

1

4



. 

 4. 

1) C
x

x


 4)32(

||
ln

3

1
;  2) C

x
xx 




3

12
arctg32)1ln(2 2 ; 

3) 2ln5ln
2

1
3ln

2

3
 ;  4) Cxx

x
x 


 1ln

4

1
1ln

4

5

)1(2

1
; 

5)   C
x

xxx 



3

12
arctg33ln21ln

2

1 2 .  
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 5. 

1) Cxx  3 23 5 )32(
8

9
)32(

20

3
;  2) 8ln6  ; 

3) Cxxxx  )1ln(6236 636 ; 4) 2ln1610  ; 

5) C
x




5

43
arcsin

2

1
;    6) Cxxx  521ln 2 . 

 6. 

1) Cxx  3sin
3

1
sin ;  2) 

2

1
;  3) Cxx  sin ; 

4) 0;  5) Cx )sin(ln ; 6) 
2


;   7) C

x


3cos3

1
; 

8)   Cx 5
6

tg
6

5
;   9) Cxx tg ; 10)   Cxx  ctg2ctg2 2

3
. 

 7.  

1) а) 
3

2
10 ; б) 32 ; 2) а) 2e ; б) )3(

2

2 


e ; 3) а) 
6

1
; б) 

10

7
. 



130 

5.4. ТЕСТОВАЯ КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 

по теме 

«Интегральное исчисление функции одной переменной» 

I вариант 

В заданиях 1 – 4 вычислите определенные или неопределенные 

интегралы. 

1.  







 dxxx

x
2cos23

1 3 . 

1) Cxxx  2sinln2 3 ;  2) Cxxx  2sinln 4 ; 

3) Cxxx  3sin2ln 4 ;  4) Cxxx  sinln 3 . 

2. 


dx
x

x

21

arcsin
. 

1)   Cx 
2

arcsin
2

1
;   2)   Cx 2arcsin ; 

3)   Cx 
2

arcsin ;    4) Cx arcsin . 

3. 


2

0

sin xdxx . 

1) 0;   2) –1;   3) 2;   4) 1. 

4. 


5
6

5
3 25

dx
x

x
. 

1) 
26

75
;  2) 

25

76
;  3) 

75

26
;  4) 

76

25
. 

5. Найдите площадь фигуры, ограниченной прямыми: 

0,3,0,3  yxxxy . 

1) 
2

9
;   2) 1;   3) 

9

2
;   4) 

3

9
. 

6. Найдите объем тела, полученный вращением  фигуры из задачи 5 вокруг оси 
Ox . 

1) 9 ;   2) 1;   3) 9 ;  4) 
2

9
. 
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II вариант 

В заданиях 1 – 4 вычислите определенные или неопределенные 

интегралы. 

1. dxe
x

x
 













 2

3 2
2

3
2 . 

1) Cexx x  23 2 ;   2) Cex x 
3 592 ; 

3) Cexx x 
3 292 ;   4) Cexx x  2392 . 

2. 
3

0

arctg xdxx . 

1) 32  ;  2) 
2

3

2

3



; 3) 

2

3

3

2



; 4) 

3

2

3

2



. 

3. 
  



1

0
21 xx

dx
. 

1) 32  ;  2) 
2

1
ln ;  3) 4log3 ;  4) 

3

4
ln . 

4.  xdxxcossin 2 . 

1) C
x


3

sin 3

; 2) Cx 3sin3 ; 3) C
x


2

sin 2

; 4) Cx 2cos2 . 

5. Найдите площадь фигуры, ограниченной кривыми: 4,1,
1

 xx
x

y . 

1) 2ln ;  2) 4ln ;  3) 3ln ;  4) 2. 

6. Найдите объем тела, полученный вращением  фигуры из задачи 5 вокруг оси 
Ox . 

1) 3;   2) 1;   3) 3 ;  4) 
4

3
. 
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III вариант 

В заданиях 1 – 4 вычислите определенные или неопределенные 

интегралы. 

1.  







 dx

xx
x

3cos

38
3

25

2 . 

1)   Cx
x

x  3tg
2
3

3 ;   2)   Cx
x

x  4tg
2
4

4 ; 

3)   Cx
x

x  3tg
2
4

3 ;   4)   Cx
x

x  3tg
2
4

3 . 

2. 
e

xdxx
1

3 ln . 

1) 331 e ;  2)  431
16

1
e ; 3)  1631

4

1
e ; 4)  4161

3

1
e . 

3. 


4

0

tg xdx . 

1) 
2

2ln
;  2) 2ln2 ;  3) 

2

4
tg 







 
;  4) 1. 

4. 



dx

x

xx

12

2

. 

1)   Cxx  ln1 ;    2) Cxx  ln1 ; 

3) Cxx  1ln ;   4) Cxx  1ln . 

5. Найдите площадь фигуры, ограниченной кривыми: xyxy  ,2 . 

1) 
2

1
;   2) 1;   3) 2;   4) 

3

1
. 

6. Найдите объем тела, полученный вращением  фигуры из задачи 5 вокруг оси 
Ox . 

1) 
10

3
;  2) 

10

3
;  3) 

70

9
;  4) 

4

3
. 
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IV вариант 

В заданиях 1 – 4 вычислите определенные или неопределенные 

интегралы. 

1.    dxxxx 5sin584
5 33 . 

1) Cxxx  5cos8 35 8 ;  2) Cxxx  5cos5 48 5 ; 

3) Cxxx  5sin5 45 8 ;  4) Cxxx  5cos5 45 8 . 

2. dxxe x



1

0

. 

1) 
e

2
1 ;  2) 2

1


e
;  3) 2e ;  4) 

2
1

e
 . 

3. 


dx
x

x
x

2

1
sin

. 

1) C
xx


1
cos

1
ln ;   2) Cx

x
 cos

1
ln ;   3) Cxx  cosln ;   4) C

x
x 

1
cosln . 

4. 


4

11
dx

x

x
. 

1) 1ln
4

9
 ;  2) 

4

9
ln1 ;  3) 

9

4
ln1 ;  4) 4ln9ln  . 

5. Найдите площадь фигуры, ограниченной кривыми: xyxy  ,42 . 

1) 
8

3
;   2) 

3

8
;   3) 

5

4
;   4) 

4

5
. 

6. Найдите объем тела, полученный вращением  фигуры из задачи 5 вокруг оси 
Ox . 

1) 
3

2
;  2) 

10

3
;  3) 

3

2
10 ;  4) 

15

2
2 . 
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V вариант 

В заданиях 1 – 4 вычислите определенные или неопределенные 

интегралы. 

1.  







 dxe

x
x x3

5

4 3
4

5 . 

1) Ce
x

x x  3

5

4 1
;   2) Ce

x
x x  5

4

3 1
; 

3) Ce
x

x x  3

4

5 1
;   4) Ce

x
x x  3

4

5 3
4

5 . 

2.   
2

0

2cos dxxx . 

1) 2cos1 ;   2) 0;   3) 2cos2 ;   4) 2. 

3. 
  

 21

2

xxx

dx
. 

1) Cxxx  2ln1lnln ;  2) C
x

xx






2

2

)1(

2
ln ; 

3) Cxxx  2ln1lnln ;  4) C
xx

x






2

)1(
ln

2

2

. 

4. 


0

22 cossin xdxx . 

1) ;   2) 
2


;   3) 



2
;   4) 

8


. 

5. Найдите площадь фигуры, ограниченной кривыми:  xyxy 0,0,sin .  

1) 2;   2) 1;   3) 0;   4) 3. 

6. Найдите объем тела, полученный вращением  фигуры из задачи 5 вокруг оси 
Ox . 

1) 
2

2
;  2) 

2


;   3) 

4


;   4)  . 
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VI вариант 

В заданиях 1 – 4 вычислите определенные или неопределенные 

интегралы. 

1.  







 dx

x
xx

4sin

4
117

2

9 26 . 

1) Cxxx  4ctg4117 97 11 ;   2) Cxxx  4ctg997 11 ; 

3) Cxxx  4tg11
11 95

;   4) Cxxx  4tg97 97 11 . 

2.  xdxxarcsin . 

1)   Cxxx  arcsin121 22 ; 2)   Cxxxx  sin112 22 ; 

3)   Cxxx  arcsin1
4

1 2
;  4)    Cxxxx  arcsin121

4

1 22
. 

3. 
1

0

2 3

5 dxx x . 

1) 
5ln3

4
;  2) 

5ln4

3
;  3) 

4ln3

5
;  4) 

3ln5

4
. 

4. dxx 
2

1

3 32 . 

1) 1;   2) 5,4arcsin ; 3) 
4

3
;  4) 

8

45
. 

5. Найдите площадь фигуры, ограниченной кривыми: 

1,0,0,  xyxey x .  

1) e1 ;  2) e ;   3) 1e ;  4) 2e . 

6. Найдите объем тела, полученный вращением  фигуры из задачи 5 вокруг оси 
Ox . 

1)  1
2

2 


e ; 2)  1
2




e ;  3) 1e ;  4) 12 e . 
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VII вариант 

В заданиях 1 – 4 вычислите определенные или неопределенные 

интегралы. 

1.  







 dx

x
x x2

5

6 3
4

7 . 

1) C
x

x x  2

5

6 3
4

7 ;   2) C
x

x
x


9ln

94
7

4

6 7 ; 

3) C
x

x
x


9ln

91
6

4

6 7 ;  4) C
x

x x  9
2

6
3

7 6 . 

2. 
e

dx
x

x

1

5ln
. 

1) e6ln ;  2) 2;   3) eln ;  4) 
6

1
. 

3. 


0

103 sincos xdxx . 

1) 0;   2) ;   3) 1;   4) 
2


. 

4. 
  




dx

xx

x

32

4
. 

1) Cxx  3ln2ln ;  2) Cxxx  3ln2ln4ln ; 

3) 
 

C
x

x






3

2
ln

2

;    4) C
x

x






2

3
ln . 

5. Найдите площадь фигуры, ограниченной кривыми: xyxy  ,2 .  

1) 1;   2) 
6

1
;   3) 

3

1
;   4) 3. 

6. Найдите объем тела, полученный вращением  фигуры из задачи 5 вокруг оси 
Ox . 

1) 
15


;  2) 

15

2
;  3) 

30


;  4) 1. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

1. Таблица эквивалентных бесконечно малых функций 

Таблица П.1.1 

Пусть  x  – бесконечно малая функция (б.м.ф.) при ax , тогда 

1  xsin    x  7   x1ln    x  

2  xtg    x  8  xcosln     2
2

1
x  

3  xarcsin    x  9   1 xe    x  

4  xarctg    x  10   1 xa     ax ln  

5  x cos1     2
2

1
x  11    11 


x    x  

6   xa 1log    x
a


ln

1
   

 

2. Замечательные пределы 

1. 1
sin

lim
0


 x

x

x
; 1

tg
lim

0


 x

x

x
; 1

arcsin
lim

0


 x

x

x
; 1

arctg
lim

0


 x

x

x
. 

2. e
x

x

x













1
1lim ;   .)1(lim

1

0

x

x
x


 

3. 
 

ax

xa

x ln

11log
lim

0





; при ea  : 

 
1

1ln
lim

0




 x

x

x
. 

4. a
x

ax

x
ln

1
lim

0





; при ea  : 1

1
lim

0




 x

ex

x
. 
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3. Виды уравнения прямой на плоскости 

Таблица П.3.1 

№ Вид уравнения Уравнение Рисунок 

1 Общее уравнение 

прямой 

0 CByAx , 

 BAn ;  –вектор 

нормали 

(перпендикулярный 

прямой l)  

2 Уравнение прямой с 

вектором нормали n , 

проходящей через 

данную точку 

 000 ; yxM  

    ,000  yyBхxA  

 BAn ;  

 

3 Уравнение прямой с 

угловым 

коэффициентом 

bkxy  , 

 tgk  – угловой 

коэффициент  

 

4 Уравнение прямой с 

угловым 

коэффициентом k, 

проходящей через 

данную точку 

 000 ; yxM  

 ,00 xxkyy   

 tgk  – угловой 

коэффициент 

 

5 Уравнение прямой «в 

отрезках» 
1

b

y

a

x
, 

ba,  – величины 

отрезков, которые 

прямая отсекает на 

координатных осях 

OyOx и  соответственно 

 

 

l 

n  

y 

  

l 
x 

b 

l 

n  

0M  

  

y 

 000 , yxM  

l 

x 

 

y 

b 

l 

x a 
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Окончание табл. П.3.1 

6 Каноническое 

уравнение прямой 
,00

p

yy

m

xx 



 

 pma ;  – 

направляющий вектор 

прямой 

 

 

7 Уравнение прямой, 

проходящей через две 

данные точки 

   222111 ;и; yxMyxM  

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









 

 

8 Параметрические 

уравнения прямой 








,

,

0

0

ptyy

mtxx
 

 pma ;  – 

направляющий вектор 

прямой, t , 

 

 

l 

2M  

1M  

l 

 pma ;  

 00 ,0 yxM  

l 
 pma ;  

 00 ,0 yxM  
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4. Виды уравнения плоскости 

Таблица П.4.1 

№ Вид уравнения Уравнение Рисунок 

1 Общее уравнение 

плоскости 

0 DCzByAx , 

 CBAn ;;  – вектор, 

перпендикулярный плоскости 

 

2 Уравнение 

плоскости, 

проходящей 

через данную 

точку 

 0000 ;; zyxM  

перпендикулярно 

данному вектору 

 CBAn ;;  

      0000  zzCyyBxxA   

3 Уравнение 

плоскости «в 

отрезках» 

1
c

z

b

y

a

x
, 

cba ,,  – величины отрезков,  

отсекаемых плоскостью на осях 

OyOx,  и Oz  соответственно 

 

4 Уравнение 

плоскости, 

проходящей 

через три данные 

точки 

 1111 ;; zyxM , 

 2222 ;; zyxM  и 

 3333 ;; zyxM  

0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

 

 

 

M2 

M1 

M3 

z 

y 

с 

b 

a 

x 

0M  

n  

n  
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5. Виды уравнения прямой в пространстве 

Таблица П.5.1 

№ Вид уравнения Уравнение Рисунок 

1 Канонические 

уравнения p

zz

n

yy

m

xx 000 






, 

где  pnma ;;  – 

направляющий вектор 

прямой;  0000 ;; zyxM  – 

точка прямой 

 

 

2 Параметрические 

уравнения прямой 















,

,

,

0

0

0

ptzz

ntyy

mtxx

  

 pnma ;;  – 

направляющий вектор; 

 0000 ;; zyxM  – точка 

прямой, t  

 

3 Уравнения прямой, 

проходящей через две 

данные точки 

 1111 ;; zyxM  и 

 2222 ;; zyxM  

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














 

 

4 Уравнения прямой как 

линии пересечения двух 

плоскостей 

01111  DzCyBxA  

и 

02222  DzCyBxA  









0

,0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
 

 

 

1Q  

2Q  

l  

l 

2M  

1M  

l 

 pnma ;;  

M0 

l 

 pnma ;;  

 0000 ;; zyxM  
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6. Графики основных элементарных функций 

Таблица П.6.1 
№ 

п/п 

Функция/График № 

п/п 

Функция/График 

1 xy   2 2xy   

3 3xy   4 

x
y

1
  

5 xy   6 3 xy   

7 1,  aay x
 8 10,  aay x

 

 

y 

0 

x 

y 

x 0 

y 

0 x 

y 

x 0 

y 

1 

0 x 

y 

1 

0 x 

y 

x 

0 

y 

x 

0 
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Окончание табл. П.6.1 
9 1,log  axy a  10 10,log  axy a  

11 xy sin  12 xy cos  

13 xy tg  14 xy ctg  

15 xy arcsin  16 xy arccos  

17 xy arctg  18 xy ctgarc  

y 

x 0 

1 

y 

x 0 

1 

y 

0 

x 
–1 

1 
    

y 

0 x 
–1 

1 

2




 

2




 

y 

x 0 
2


  

2


 

    

y 

x 0 

2


  

2


 

    

y 

x 0 

  

2


 

y 

x 0 

2


  

2


 

1 

–1 

y 

x 0 

2


 

  

1 –1 

y 

x 0 

2


  

2


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7. Поверхности второго порядка 

Таблица П.7.1 
№ Название 

поверхности 

Канонические 

уравнения 

Чертеж 

1 Эллипсоид 

 

 0,0,0

1
2

2

2

2

2

2





cba

c

z

b

y

a

x

 

 

2 Конус 

 0,0,0

0
2

2

2

2

2

2





cba

c

z

b

y

a

x

 

 

3 Однополостный 

гиперболоид 

 0,0,0

1
2

2

2

2

2

2





cba

c

z

b

y

a

x

 

 

4 Двуполостный 

гиперболоид 

 0,0,0

1
2

2

2

2

2

2





cba

c

z

b

y

a

x

 

 

 

x 

y 

z 
c 

b a 

z 

0 

x y 

x 

y 

z 

0 

z 

x 
y 

0 
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Продолжение табл. П.7.1 

5 Эллиптический 

параболоид 

 0,0

2
22





qp

z
q

y

p

x

 

 

6 Гиперболический 

параболоид 

 0,0

2
22





qp

z
q

y

p

x

 

 

7 Эллиптический 

цилиндр 

 0,0

1
2

2

2

2





ba

b

y

a

x

 

 

8 Гиперболический 

цилиндр 

 0,0

1
2

2

2

2





ba

b

y

a

x

 

 

 

x y 

z 

0 

z 

y 

x 
0 

z 

x 

y 

z 

x 

y 
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Окончание табл. П.7.1 

9 Параболический 

цилиндр 
 0

22





p

pyx
 

 

 

8. Таблица основных интегралов 

Таблица П.8.1 

1 

 





 1,
1

1

C
u

duu  
7   Cedue uu  

2 
  Cu

u

du
ln  

8 

  1,0,
ln

aaC
a

a
dua

u
u  

3   Cuudu cossin  9 
C

a

u

a
C

a

u

aau

du



 arcctg

1
arctg

1
22

 

4   Cuudu sincos  10 
C

au

au

aau

du








 ln

2

1
22

, 0a  

5 
  Cu

u

du
tg

cos2
 

11 
0,arccosarcsin

22



 aC

a

u
C

a

u

ua

du
 

6 
Cu

u

du
 ctg

sin 2
 

12 
 


Cauu

au

du 2

2
ln , 0a  

 

x 

z 

y 
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9. Формулы, используемые при интегрировании 

1. Свойство линейности: 

           dxxgdxxfdxxgxf , 

          
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf . 

2. Метод замены переменной (подстановки): 

 
              dxxftdtfdtttf ,         (П.9.1) 

здесь  tx    (    dtttd  ); 

              









b

a

dxxftdtfdtttf ,          (П.9.2) 

здесь       batx  ,, . 

 Формулы (П.9.1) – (П.9.2) можно использовать как слева направо, так и 

справа налево. При использовании слева направо их называют формулами 

поднесения под знак дифференциала. 

3. Формулы интегрирования по частям: 

  vduuvudv , 

 
b

a

b

a
a

b

vduuvudv . 

4. Формулы понижения степени: 

2

2cos1
cos2 x

x


 , 
2

2cos1
sin 2 x

x


 . 

5. Формула синуса двойного угла: 
xxx cossin22sin  . 

6. Формула Ньютона – Лейбница: 

       aFbFxFdxxf
b

a

b

a

 , 

где  xF  – любая первообразная непрерывной функции  xf  на интервале 

 ba; ; 

7. Свойства интегралов от четной и нечетной функций по симметричному 

отрезку: 

1) если  xf  – нечетная функция, интегрируемая по симметричному 

отрезку  aa, , то 
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  0


a

a

dxxf ; 

2) если  xf  – четная функция, интегрируемая по симметричному отрезку 

 aa, , то 

    


aa

a

dxxfdxxf
0

2 . 

10. Приложения определенного интеграла 

Таблица П.10.1 

Площадь плоской фигуры 

 
b

a

dxxfS

 

 

     
b

a

dxxgxfS  

 

Объем тела вращения 

 
b

a

dxxfV 2  

 
 

b 

x 

a 

 xf  

0 

y 

S  

b 
x 

a 

 xf  

 xg  

0 

y 

S  
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Окончание табл. 10.1 

     
b

a

dxxgxfV 22  

 

Длина дуги кривой 

   
b

a

dxxfl
2

1  
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