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Введение

Мотивация:

В настоящее время методологии проектирования систем на ПЛИС/FPGA 

основываются на IP компонентах (IP – intellectual property). IP компоненты 

обеспечивают регулировку параметров в процессе создания проекта ПЛИС/FPGA

и дают возможность выбора наиболее эффективной архитектуры для 

конкретного целевого приложения.
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Цель статьи:

Разработать параметризированную Q-MUL IP-компоненту оператора 

умножения кватернионов, которая обеспечивает широкий диапазон регулировок 

параметров Q-ПУБФ без потери свойства обратимости.
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Алгебра кватернионов

Алгебра кватернионов ℍ – ассоциативная, некоммутативная 4-мерная алгебра1:

ℍ = 𝑄 = 𝑞1 + 𝑞2𝑖 + 𝑞3𝑗 + 𝑞4𝑘 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4 ∈ ℝ}

Умножение кватернионов определяется соотношением мнимых частей:

𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = 𝑖𝑗𝑘 = −1; 𝑖𝑗 = −𝑗𝑖 = 𝑘; 𝑗𝑘 = −𝑘𝑗 = 𝑖; 𝑘𝑖 = −𝑖𝑘 = 𝑗.

Сопряженный кватернион:

ത𝑄 = 𝐃𝑐 ∙ 𝑄 = 𝑞1 − 𝑞2𝑖 − 𝑞3𝑗 − 𝑞4𝑘

𝐃𝑐 = diag( 1, −𝐈3 )

Рыбенков Е.В & Петровский Н.А DSPA’18

1 Кантор И. Л., Солодовников А. С. Гиперкомплексные числа. — М : Наука, 1973. — С. 145.
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Алгебра кватернионов
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Соотношение между матрицами умножения:

𝐌∓ 𝑄 = 𝐃𝑐 ∙ 𝐌
± ത𝑄 ∙ 𝐃𝑐

Умножение кватернионов в матричном виде:

𝑃 ∙ 𝑄≠ 𝑄 ∙ 𝑃

𝑅 = 𝑃 ∙ 𝑄 = 𝐌+ 𝑃 ∙ 𝑄 = 𝐌− 𝑄 ∙ 𝑃

𝐌± ത𝑄 = 𝐌± 𝑄 𝑇

Матрица “левого” умножения 𝐌+ 𝑃 :

𝐌+ 𝑃 =

𝑃1 −𝑃2
𝑃2 𝑃1

−𝑃3 −𝑃4
−𝑃4 𝑃3

𝑃3 𝑃4
𝑃4 −𝑃3

𝑃1 −𝑃2
𝑃2 𝑃1

;

Матрица “правого” умножения 𝐌− 𝑄 :

𝐌− 𝑄 =

𝑄1 −𝑄2
𝑄2 𝑄1

−𝑄3 −𝑄4
𝑄4 −𝑄3

𝑄3 −𝑄4
𝑄4 𝑄3

𝑄1 𝑄2
−𝑄2 𝑄1
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Блочная лестничная факторизация умножителя кватернионов

Блочная лестничная факторизация матрицы “левого” умножения2:

𝑴+ 𝑄 =
𝑪(𝑄) −𝑺(𝑄)
𝑺(𝑄) 𝑪(𝑄)

=
𝑰2 𝑭(𝑄)
𝟎 𝑰2

𝑰2 𝟎
𝑮(𝑄) 𝑰2

𝑰2 𝑯(𝑄)
𝟎 𝑰2

,

𝑴+ ത𝑄 =
𝑰2 −𝑯(𝑄)
𝟎 𝑰2

𝑰2 𝟎
−𝑮(𝑄) 𝑰2

𝑰2 −𝑭(𝑄)
𝟎 𝑰2

,

2 Parfieniuk M., Petrovsky A. Quaternion multiplier inspired by the lifting implementation of plane rotations // IEEE Trans. Circuits and systems 

– I: regular papers. – 2010. - Vol. 57, № 10. — P. 2708–2717.
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Контроль динамического диапазона лестничных коэффициентов

Приведение лестничных коэффициентов к диапазону [ -1, 1 ]3:

𝐌± 𝑄 = ቐ
𝐏𝑝𝑜𝑠𝑡 · 𝐌

± ෨𝑄 · 𝐏𝑝𝑟𝑒 , если det 𝐏 = 1

𝐏𝑝𝑜𝑠𝑡 · 𝐌
∓ ෨𝑄 · 𝐏𝑝𝑟𝑒 , если det 𝐏 = −1

3 M. Parfieniuk and A. Petrovsky, “Quaternion multiplier inspired by the lifting implementation of plane rotations,”

IEEE Trans. on Circuits and Systems I: Fundamental Theory and Applications, vol. 57, no. 10, pp. 2708–2717, Oct. 2010.
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Исходный кватернион: 𝑄 = 𝑞1 + 𝑞2𝑖 + 𝑞3𝑗 + 𝑞4𝑘

Модифицированный кватернион: ෨𝑄 = 𝑞3 + 𝑞1𝑖 + 𝑞4𝑗 + 𝑞2𝑘

𝑷𝑝𝑟𝑒 =

0 0 −1 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0

; 𝑷𝑝𝑜𝑠𝑡 =

1 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 −1
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Правила модификации операторов умножения кватернион
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№

Целевой 

оператор 

умножения 

𝐌± 𝑄

Правило модификации оператора для ෨𝑄

1 𝐌+ 𝑄 ෩𝐏𝑝𝑟𝑒 = 𝐏𝑝𝑟𝑒; ෩𝐏𝑝𝑜𝑠𝑡 = 𝐏𝑝𝑜𝑠𝑡, ෨𝐅 = 𝐅; ෨𝐆 = 𝐆; ෩𝐇 = 𝐇,

2 𝐌+ ത𝑄 ෩𝐏𝑝𝑟𝑒 = 𝐏𝑝𝑜𝑠𝑡
𝑇; ෩𝐏𝑝𝑜𝑠𝑡 = 𝐏𝑝𝑟𝑒

𝑇, ෨𝐅 = −𝐇; ෨𝐆 = −𝐆; ෩𝐇 = −𝐅,

3 𝐌− 𝑄
෩𝐏𝑝𝑟𝑒 = 𝐏𝑝𝑜𝑠𝑡

𝑇  𝐃𝑐; ෩𝐏𝑝𝑜𝑠𝑡 = 𝐃𝑐  (𝐏𝑝𝑟𝑒
𝑇),

෨𝐅 = −𝐇; ෨𝐆 = −𝐆; ෩𝐇 = −𝐅,

4 𝐌− ത𝑄 ෩𝐏𝑝𝑟𝑒 = 𝐏𝑝𝑟𝑒 𝐃𝑐; ෩𝐏𝑝𝑜𝑠𝑡 = 𝐃𝑐 𝐏𝑝𝑜𝑠𝑡, ෨𝐅 = 𝐅; ෨𝐆 = 𝐆; ෩𝐇 = 𝐇
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Структурная схема Q-MUL IP компоненты
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Правила изменения знаков коэффициентов умножителя кватернионов
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Оператор 

умножения
Лестничные коэффициенты умножителя кватернионов

𝐌+ 𝑄

𝐒𝐇 = [𝑆𝐻1, 𝑆𝐻2]
𝑇= [𝑟1, 𝑟2], 𝐒𝐆 = [𝑆𝐺1, 𝑆𝐺2]

𝑇= [𝑙3 · 𝑟3, 𝑙4 · 𝑟4],
𝐒𝐅 = [𝑆𝐹1, 𝑆𝐹2]

𝑇= [𝑙1, 𝑙2],
ሚ𝑓11 = 𝑙1 · 𝑓11; ሚ𝑓21 = 𝑙2 · 𝑓21; ሚ𝑓12 = 𝑙1 · 𝑓12; ሚ𝑓22 = 𝑙2 · 𝑓22,

𝑔11 = 𝑙3 · 𝑔11; 𝑔21 = 𝑙4 · 𝑔21; 𝑔12 = 𝑙3 · 𝑔12; 𝑔22 = 𝑙4 · 𝑔22,
෨ℎ11 = 𝑟3 · ℎ11; ෨ℎ21 = 𝑟3 · ℎ21; ෨ℎ12 = 𝑟4 · ℎ12; ෨ℎ22 = 𝑟4 · ℎ22.

𝚪4 · 𝐌
+ 𝑄

𝐒𝐇 = [𝑆𝐻1, 𝑆𝐻2]
𝑇= [𝑟1, 𝑟2], 𝐒𝐆 = [𝑆𝐺1, 𝑆𝐺2]

𝑇= [𝑙3 · 𝑟3, −𝑙4 · 𝑟4],
𝐒𝐅 = [𝑆𝐹1, 𝑆𝐹2]

𝑇= [𝑙1, −𝑙2],
ሚ𝑓11 = 𝑙1 · 𝑓11; ሚ𝑓21 = −𝑙2 · 𝑓21; ሚ𝑓12 = 𝑙1 · 𝑓12; ሚ𝑓22 = −𝑙2 · 𝑓22,

𝑔11 = 𝑙3 · 𝑔11; 𝑔21 = −𝑙4 · 𝑔21; 𝑔12 = 𝑙3 · 𝑔12; 𝑔22 = −𝑙4 · 𝑔22,
෨ℎ11 = 𝑟3 · ℎ11; ෨ℎ21 = 𝑟3 · ℎ21; ෨ℎ12 = 𝑟4 · ℎ12; ෨ℎ22 = 𝑟4 · ℎ22.

𝐌+ 𝑄 · 𝚪4

𝐒𝐇 = [𝑆𝐻1, 𝑆𝐻2]
𝑇= [𝑟1, −𝑟2], 𝐒𝐆 = [𝑆𝐺1, 𝑆𝐺2]

𝑇= [𝑙3 · 𝑟3, −𝑙4 · 𝑟4],
𝐒𝐅 = [𝑆𝐹1, 𝑆𝐹2]

𝑇= [𝑙1, 𝑙2],
ሚ𝑓11 = 𝑙1 · 𝑓11; ሚ𝑓21 = 𝑙2 · 𝑓21; ሚ𝑓12 = 𝑙1 · 𝑓12; ሚ𝑓22 = 𝑙2 · 𝑓22,

𝑔11 = 𝑙3 · 𝑔11; 𝑔21 = 𝑙4 · 𝑔21; 𝑔12 = 𝑙3 · 𝑔12; 𝑔22 = 𝑙4 · 𝑔22,
෨ℎ11 = 𝑟3 · ℎ11; ෨ℎ21 = 𝑟3 · ℎ21; ෨ℎ12 = −𝑟4 · ℎ12; ෨ℎ22 = −𝑟4 · ℎ22.
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Структура параунитарного банка фильтров
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Решетчатая структура ПУБФ Аппаратная реализация ПУБФ
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Заключение

Выводы:

1. Предложенная схема Q-MUL IP-компоненты является универсальной, поскольку 

изменение векторов знаков 𝐒𝐇, 𝐒𝐆, 𝐒𝐅, матриц 𝐁𝑝𝑜𝑠𝑡, 𝐁𝑝𝑟𝑒 и коэффициентов блоков 

𝐅, 𝐆, 𝐇 позволяют не меняя структуру умножителя 𝐌+ 𝑄 вычислять все 

используемые модификации операторов умножителей кватернионов в Q-ПУБФ. 

2. Операция умножения в блоках 𝐅, 𝐆, 𝐇 может быть реализована на основе 

алгоритмов 2D CORDIC4, представления коэффициентов суммой степеней двойки5, 

распределённой арифметики на памяти6 или на сумматорах (DA-ADDER) .

Рыбенков Е.В & Петровский Н.А

4 Petrovsky, N. CORDIC-lifting factorization of paraunitary filter banks based on the quaternionic multipliers for lossless image coding / N. 

Petrovsky, A. Stankevich, A. Petrovsky // Multidimensional Systems and Signal Processing, in special issue Efficient video coding and beyond. —

2016. — V.27, № 3. — P. 667–695.
5 Multiplierless structurally orthogonal block-lifting-based quaternionic paraunitary filter banks with sum of-powers-of-two coefficients / N.A. 

Petrovsky, E.V. Rybenkov, A.A. Petrovsky // 6th Mediterranean Conference on Embedded Computing (MECO’2017). – Bar, Montenegro. – 2017. 

– P. 255-258.
6 Structurally orthogonal finite precision FPGA implementation of block-lifting-based quaternionic paraunitary filter banks for L2L image coding 

/ N.A. Petrovsky, E.V. Rybenkov, A.A. Petrovsky // Digital Signal Processing (DSP’2017): Proc. 22nd Int. Conf., London, United Kingdom, 

August 23-25, 2017 / Imperial college London. – London, 2017. – 5 P.
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Спасибо за внимание!
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Q-ПУБФ определение

8-канальный Q-ПУБФ анализа с линейной ФЧХ и попарно зеркальной 

симметрией частотных характеристик фильтров определяется следующим 

образом1 :

𝑬 𝑧 = 𝑮𝑁−1 𝑧 𝑮𝑁−2 𝑧 …𝑮1(𝑧)𝑬0; 𝑬0 =
1

2
𝚽0𝑾 · 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑰𝑀/2, 𝑱𝑀/2);𝐺𝑖 =

1

2
𝚽𝑖𝑾𝜦 𝑧 𝑾;

𝚽𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝚪, 𝑰4 · 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑴− 𝑄𝑖 ,𝑴
− 𝑄𝑖 · 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑴+ 𝑃𝑖 ,𝑴

+ 𝑃𝑖 · 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝚪, 𝑰4 ;

𝚽𝑁−1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑱4, 𝑰4 · 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑴− 𝑄𝑖 ,𝑴
− 𝑄𝑖 · 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑴+ 𝑃𝑖 ,𝑴

+ 𝑃𝑖 · 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝚪, 𝑰4 ,

где 𝑀 – число каналов; 

𝑁 – порядок факторизации;

𝑱𝑀/2 – обратная единичная матрица;

𝑰𝑀/2 – единичная матрица;

𝚪 – диагональная матрица, элементы которой определяются как 

𝛾𝑚𝑚 = (−1)𝑚−1, 𝑚 = 1,… ,𝑀 − 1.

1 Парфенюк М., Петровский А.А. Параунитарные банки фильтров на основе алгебры кватернионов: теория и применение // Цифровая 

обработка сигналов. - 2008, № 1, с.22-36.


